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Questao 1

O numero de gols marcados nos 6 jogos da
primeira rodada de um campeonato de fute-
bol foi 5,3,1,4,0e 2.

Na segunda rodada, serao realizados mais 5
jogos. Qual deve ser o numero total de gols
marcados nessa rodada para que a média de
gols, nas duas rodadas, seja 20% superior a
média obtida na primeira rodada?

Resposta

O numero total de gols marcados na primeira ro-
dadaé5 +3 +1+4+0+2 =15. Sendon o nu-
mero total de gols marcados na segunda rodada,
para que a média de gols nas duas rodadas tor-
ne-se 20% maior que a da primeira rodada, deve-
mos ter

15+n 15

=—-12<n=18
6+5 6

Questao 2

Trés cidades A, B e C situam-se ao longo de
uma estrada reta; B situa-se entre Ae C e a
distdncia de B a C é igual a dois tercos da
distancia de A a B. Um encontro foi marcado
por 3 moradores, um de cada cidade, em um
ponto P da estrada, localizado entre as cida-
des B e C e a distancia de 210 km de A. Sa-
bendo-se que P estd 20 km mais préximo de
C do que de B, determinar a distdncia que o
morador de B devera percorrer até o ponto de
encontro.

Resposta
Seja x a distdncia, em km, entre A e B. Assim, a
distancia entre B e C é %x e a distancia entre A

. 2 5x )
eCéx+ 3 X = —, conforme mostra a figura a
seguir:

, S5x. |
F X ;3
A B P C

: 210 1

ETAPA
Como a distancia entre P e B €210 — x e entre P
eC é% - 210, temos:
5x

= —210=(210 - x) - 20 & x =150 km

A distancia que o morador de B deve percorrer é
igual a distancia entre P e B, ou seja,
210 — 150 = 60 km.

Questao 3

Um tridngulo ABC tem lados de comprimen-
tos AB =5, BC=4e AC = 2. Sejam M e N
os pontos de AB tais que CM é a bissetriz re-
lativa ao angulo ACB e CN 6 a altura relativa

ao lado AB. Determinar o comprimento de
MN.

Resposta

A N M B
Seja AM = x. Pelo teorema da bissetriz interna,
AM — BM x b5-x

= o == o X .
AC BC 2 4 3

Sendo m (CAB) = o, pela lei dos co-senos aplica-
da ao triangulo ABC,

2215242 13

cosa. = =2 e
2.2.5 20
AN:AC~COS(X:2.E:E'
20 10
PortantoMN = AM — AN = 2 _ 13 _ 11
3 10 30

Questao 4

Considere a equacao z2 = oz + (o — 1)z, onde
o, é um numero real e z indica o conjugado do

ndmero complexo z.
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a) Determinar os valores de o para os quais a 143 1 3. B
~ . - SzZ=—+—iouz=—-——iouz=0ou
equacdo tem quatro raizes distintas. 2 2 2 2

b) Representar, no plano complexo, as raizes
dessa equacdo quando oo = 0.

Resposta

Sejaz = a + bi, a, b reais. Assim,
22:(x2+((x—1)2<:>
< (a+ bi)? =afa+bi) + (o —1)(a-bi) &
& a? —b? +2abi =2a0 — a+ bi &
a® - b? =2a0 - a

=
2ab =b

a° - b? =2a0 - a
At 1
(a:—oubzo)
2

(a:ieb2:£—oc)
2 4

=4 ou =

(b=0e a =20-1)a)

(a:iebzzi—a)
2 4

= ou (*)
(@a=0eb=0ou(@a=20-1eb=0)

a) A equacdo admite quatro raizes distintas se, e

somente se, a equacado b2 = % — o. admite duas

raizes reais distinfas e 2o —1#0, ou seja,

3 1 3 1
——a>0eq#—o<—eo +—.
4 2 4 2

b) Parao. =0,

(a:iebzzi)
2 4

(¥ < ou =3
(a=0eb=0ou(a=-1eb=0)

2
= ou =4
(a=0eb=0ou(a=-1eb=0)

(a:lebzﬁ]ou(azlebzfﬁJ
2 2 2

z = —1, cujas representagées no plano complexo
estdo a seguir:

Alm

Bl

2

Re

O ———d————
N[—=

Questao S5

O produto de duas das raizes do polinomio
p(x) =2x% - mx? + 4x + 3 é igual a —1. Deter-

minar
a) o valor de m.
b) as raizes de p.

Resposta

Sejam x; e x, as raizes cujo produto é -1 e xz a
outra raiz. Pelas relagbes entre coeficientes e

. -d -3
raizes, x; - Xp - X3 :7@(—1)«3 =2 ©

= X —3
3= 7.
2

Logo% é uma das raizes do polinbmio. Aplicando

entéo o algoritmo de Briot-Ruffini,

a) Como o resto da divisdo deve ser igual a

zero,
8 9 _oem=7
4 4

b) Temos que x; e xo s8o as raizes de
O(x)=2x2 —4x-2=0x=1+42.

Portanto as raizes de p séo% , 1+ \E, 1-42.
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Questao 6

A figura abaixo representa duas polias circu-
lares C; e C; de raios Ry =4 cm e Ry =1 cm,
apoiadas em uma superficie plana em P; e
P, , respectivamente. Uma correia envolve as
polias, sem folga. Sabendo-se que a distancia
entre os pontos P, e P, é 33 cm, determinar
o comprimento da correia.

3V3cm

Resposta

Observe a figura a seguir, na qual O; e O, s&o os
centros de C; eC», respectivamente.

Q,

C,
P, P,
' 3Y3cm '
’ X 3 3
No triangulo retangulo AO;O, , tgo. = ——= =—— <
g g U2, 19U 343 3
<o =30°.

Assim, o menor arco P/ZBZ tem medida an-
gular 360° — 2 . 30° — 2 -90° = 120°. Como
m(AO,0,) = 90° - 30° = 60°, o maior arco C/)TP,
tem medida angular 360° — 2 - 60° = 240°.

Logo a correia, que é formada pelos segmen-
tos congruentes PP, e Q;Q, e pelos arcos

~ /~
P,Q, (menor) e Q;P; (maior), tem comprimento

O o
2.3/3 + 1% 240" pn .4 -
360° 360°
=63 +6mcm.

Questao 7

Na figura a seguir, os pontos A, B e C séo
vértices de um tridngulo retdngulo, sendo Bo
angulo reto.

Sabendo-se que A = (0,0), B pertence a reta
x —2y =0e P =(3,4) é o centro da circunfe-
réncia inscrita no tridngulo ABC, determinar
as coordenadas

a) do vértice B.

b) do vértice C.

A

Resposta

o

P
I
[}
' B
|
1
3

A Q

a) O ponto P fé o incentro de ABC, logo Eﬁ éa
bissetriz de ABC, de modo que m (ABP) = 45° e
m (ABQ) = 135°.
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Seja a = tga. o coeficiente angular de BP. Como o
coeficiente angularde AB:x — 2y =0 &

@y:%xétgﬁzé,azﬁ+135o =

oo -B=135° = tgla - P) =19 135° <

1

a_i

o 90 -tgB _ 4 21
1+1tgo - tgf 1+a. L

2

=-1o

-—>

= a=—%. Logo BP admite como equagédo

y—4:—%(x—3)<:)x+3y—15=0.
Uma vez que B pertence a reta y = %x,

B:(b;g) e, sendo B um ponto de EI:"

b+3-§—15:0@b:6eB:(6;3).

b) O raio da circunferéncia inscrita em ABC é

324 5

d(P:AB) =
12 + (-2)?

Como a reta /Té passa pela origem e ndo coincide
com Z\_é admite equagcgoy =mx & mx — y =0,
comm # % .
A distédncia de P a :4_6 éigual a V5, logo

[m-3 —4]|

\/m2 + (—1)2

o m= % .Eassim,C = (cm)

V5 ©o4m® —24m+11=0

2
A rela B% perpendicular a Xé admite equacéo

y—3:_T1(x—6)1:>2x+y—15=0. Como C

2
11c
pertence a essa reta, 2c + > - 15=0sc=2

e C=(2;11).

Questao 8

Na figura a seguir, cada uma das quatro cir-
cunferéncias externas tem mesmo raio r e
cada uma delas é tangente a outras duas e a
circunferéncia interna C.

Se o raio de C é igual a 2, determinar
a) o valor de r.
b) a drea da regido destacada.

Resposta

a) Pela simetria da figura, os centros das circunfe-
réncias externas formam um quadrado de lado 2r
e diagonal 2r + 4.

Logo2r +4=2r -J2 o r=2J2 +2.

b) A drea da regido destacada é igual a drea do
quadrado menos a drea de um circulo de raio 2
e a de quatro setores circulares de raio r e dngu-

los centrais de 90°, isto 6, (2 - (2v/2 +2))° -« -
.22 —4~%n~(2@+2)2 =

=48 + 322 - (16 + 8V2)m.
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Questao 9

Sejam > 0 um ndmero real e sejam f e g fun-
¢oes reais definidas por f(x) = x% — 2| x| +1
e g(x) = mx + 2m.

a) Esbocar, no plano cartesiano representado
a seguir, os graficos de f e de g quando

m:lemzl.

b) Determinar as raizes de f(x) = g(x) quando
m= 1.

2
¢) Determinar, em fungdo de m, o namero de

raizes da equacéo f(x) = g(x).

y

Resposta

2
X< -2x+1,se x 20
a) f(x):x2—2|x|+1: =
X< +2x+1,se x <0

_{(x—1)2,sex20

(x +1)2,sex <0
Para m -1 (x) =X +i O gréfico de g é, en-
4’ g 4 2 g 9¢e
o, uma reta passando por (0; %) e (-2;0).

Para m= 1, g(x) = x+ 2. O gréfico de g é, entao,
uma reta passando por (0; 2) e (-2; 0). Assim, po-
demos esbocar os grdficos:

1 X
b) Param=—, g(x)=—+ 1.
) 5 90=7
Assim f(x) = g(x) & x? - 2|x| + 1=§+ 1o

(x2—2x:iex20)
2
o ou o

(x2+2x:iexS0)
2

3 5
Sx=—-—oux=00ux=—
2 2

¢) Variando m, g(x) = mx + 2m representa o feixe
de retas com coeficiente angular m > 0 passando
por (-2; 0). As raizes de f(x) = g(x) sdo as abscis-
sas dos pontos onde os gréficos de f e g se cor-
tam.

Analisando o gréfico esbogado a seguir:

® para m= 0, a equagado possui 2 raizes reais, —1
el

1 . . ; .
® param= rR a equacdao possui 3 raizes reais,
uma delas igual a zero;

1 ~ . .
® para 0 < m <— , a equagdo possui 4 raizes
reais; 2

1 ~ . ; .
® param >E , a equagao possul 2 raizes reais.
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Questao 10

No sélido S representado na figura a seguir,
a base ABCD é um retangulo de lados
AB =2/ e AD = /; as faces ABEF e DCEF
sdo trapézios; as faces ADF e BCE sao trian-

gulos equildteros e o segmento EF tem com-
primento /.
Determinar, em funcgéo de /, o volume de S.

E

A

Resposta

Sejam G e H pontos sobre os prolongamentos do
segmento EF tais que FG = EH = é de modo que

0s quadrildteros ABHG e CDGH séo retdngulos.

O volume do sdlido S é igual ao volume do prisma
reto de base ADG e altura AB menos o das duas
pirdmides congruentes FADG e EBCH.

Seja M o ponto médio de AD. Como AFD é um
w3

tridngulo eqiilatero, FM = 7 Logo, aplicando

o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo FGM, GM =
2
(W3 Y ( ’ JZ W2
2 2 2

Assim o volume de S é dado por

1, W2, o1 (1, W2
2 2 3 2 2 2
—5\/5-f3

12 ’



